1. Reaaliluvut x_1, . . . , x_{2011} toteuttavat yht älöt x_1 + x_2 = 2 x^′_1, x_2 + x_3 = 2 x^′_2, . . . , x_{2011} + x_1 = 2 x^′_{2011} , missä x^′_1, x^′_2, . . . , x^′_{2011} on jonon x_1, x_2, . . . , x_{2011} permutaatio. Todista, ett ä x_1 = x_2 = · · ·= x_{2011} .

2. Funktio f : Z → Z toteuttaa kaikilla kokonaisluvuilla x ja y yhtälön f (f (x) − y) = f (y) − f (f (x)).

Osoita, ett ä f on rajoitettu, ts. ett ä on olemassa sellainen vakio C, ett ä − C < f (x) < C kaikilla kokonaisluvuilla x.

3. Epänegatiivisten kokonaislukujen jono a_1, a_2, a_3, . . . on sellainen, ett ä a_{n +1} on luvun a^n + a_{n − 1} viimeinen numero kaikilla n > 2. Pit ääkö aina paikkansa, ett ä jollakin n_0 jono a_{n 0} , a_{n 0 +1} , a_{n 0 +2} , . . . on jaksollinen?

4. Olkoot a, b, c ja d epänegatiivisia reaalilukuja ja a + b + c + d = 4. Todista, ett ä a a^3 + 8 + b b^3 + 8 + c c^3 + 8 + d d^3 + 8 ≤ 4 9 .

5. Olkoon f : R → R funktio, joka toteuttaa ehdon f (f (x)) = x^2 − x + 1 kaikilla reaaliluvuilla x. Määrit ä f (0).

6. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, ett ä niiden suorien lukum äärä, jotka kulkevat origon ja täsmälleen yhden toisen pisteen ( x, y) kautta, miss ä x ja y ovat kokonaislukuja, 0 ≤ x ≤ n ja 0 ≤ y ≤ n, on vähint ään n^2/4.

7. Tarkastellaan 15-alkioista joukkoa T = { 10a + b| a, b ∈ Z, 1 ≤ a < b ≤ 6}. Olkoon S joukon T osajoukko, jossa kaikki kuusi numeroa 1 , 2, . . . , 6 esiintyv ät mutta joka ei sis ällä kolmikkoa, jossa esiintyisiv ät kaikki n ämä 6 numeroa. M äärit ä joukon S suurin mahdollinen koko.

8. Greifswaldissa on koulut A, B ja C, joista kutakin k äy ainakin yksi oppilas. Kustakin oppilaskolmikosta, joista yksi k äy koulua A, toinen koulua B ja kolmas koulua C, jotkin kaksi tuntevat toisensa ja jotkin kaksi eiv ät tunne toisiaan. Todista, ett ä ainakin yksi seuraavista p ätee:

– Jokin koulun A oppilas tuntee kaikki koulun B oppilaat. – Jokin koulun B oppilas tuntee kaikki koulun C oppilaat. – Jokin koulun C oppilas tuntee kaikki koulun A oppilaat.

9. Väritet ään m × n-ruudukon ruudut mustiksi ja valkoisiksi. V ärityksen sanotaan olevan pätevä, jos se täytt ää seuraavat ehdot: – Kaikki reunaruudut ovat mustia. – Mitkään neljä 2 × 2-ruudukon muodostavaa ruutua eiv ät ole samanv ärisiä. – Mitkään neljä 2 × 2-ruudukon muodostavaa ruutua eiv ät ole niin v äritetyt, ett ä vain kulmittain toisiaan koskettavat ruudut ovat samanv ärisiä.

Millä m × n-ruudukoilla, jossa m, n ≥ 3, on olemassa p ätevä väritys?

Tehtävät –Finnish version–

10. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavaa kokonaislukupeli ä. Aluksi luku on 2011^{2011} , ja pelaajat siirt ävät vuorotellen. Jokaisella siirrolla lukua voi v ähent ää kokonaisluvulla, joka on v ähint ään 1 ja korkeintaan 2010, tai luvun voi jakaa 2011:ll ä ja py öristää alasp äin lähimp ään kokonaislukuun. Pelaaja, joka ensimm äisenä päätyy ep äpositiiviseen kokonaislukuun, voittaa. Kummalla pelaajista on voittostrategia?

11. Olkoot AB ja CD ympyr än C kaksi halkaisijaa ja P C:n mielivaltainen piste. Olkoot R ja S pisteest ä P AB :lle ja CD :lle piirrettyjen kohtisuorien kantapisteet. Osoita, ett ä janan RS pituus ei riipu pisteen P valinnasta.

12. Olkoon P sellainen neli ön ABCD sisäpiste, ett ä P A : P B : P C on 1 : 2 : 3. Määrit ä ∡ BP A .

13. Olkoon E kuperan nelikulmion ABCD sisäpiste. Piirret ään nelikulmion ulkopuolelle kolmiot ABF , BCG , CDH ja DAI siten, ett ä △ ABF ∼ △ DCE , △ BCG ∼ △ ADE , △ CDH ∼ △ BAE ja △ DAI ∼ △ CBE . Olkoot P , Q, R ja S pisteen E projektiot suorilla AB , BC , CD ja DA , tässä järjestyksess ä. Todista, ett ä jos P QRS on jännenelikulmio, niin

EF ·CD = EG ·DA = EH ·AB = EI ·BC .

14. Kolmion ABC sisään piirretty ympyr ä sivuaa kolmion sivuja BC , CA ja AB pisteissä D , E ja F , tässä järjestyksess ä. Olkoon G se sisään piirretyn ympyr än piste, jolle F G on ympyr än halkaisija. Suorat EG ja F D leikkaavat pisteess ä H . Todista, ett ä CH ‖ AB .

15. Olkoon ABCD kupera nelikulmio, jossa ∡ ADB = ∡ BDC . Oletetaan, ett ä sivun AD piste E toteuttaa yht älön AE ·ED + BE^2 = CD ·AE.

Osoita, ett ä ∡ EBA = ∡ DCB .

16. Olkoon a kokonaisluku. M ääritell ään jono x_0, x_1, . . . asettamalla x_0 = a, x_1 = 3 ja

x_n = 2 x_{n − 1} − 4x_{n − 2} + 3 ,

kun n > 1. Määrit ä suurin kokonaisluku k_a , jolla on olemassa sellainen alkuluku p, ett ä p^{ka} jakaa luvun x_{2011} − 1.

17. Määrit ä kaikki sellaiset positiviset kokonaisluvut d, ett ä jos d jakaa kokonaisluvun n, niin d jakaa myös jokaisen kokonaisluvun m, jonka numerot ovat jossain j ärjestyksess ä samat kuin luvun n numerot.

18. Määrit ä kaikki alkulukuparit ( p, q), joille sekä p^2 + q^3 ett ä q^2 + p^3 ovat kokonaisluvun neli öitä.

19. Olkoon p ≠ 3 alkuluku. Osoita, ett ä on olemassa toistoton positiivisten kokonaislukujen x_1, x_2, . . . , x_p aritmeettinen jono, jonka j äsenten tulo on kokonaisluvun kuutio.

20. Kokonaislukua n ≥ 1 kutsutaan tasapainoiseksi , jos sillä on parillinen m äärä eri alkutekij öitä.

Todista, ett ä on olemassa äärett ömän monta sellaista positiivista kokonaislukua n, ett ä täsmälleen kaksi luvuista n, n + 1, n + 2 ja n + 3 on tasapainoisia.

Tehtävät –Finnish version–